Devoir Mathématiques

EMIG/EG:IGTC 16 — 17

Durée :2 heures

L'usage des téléphones portables(méme comme calculatrices) n’est pas autorisé.
Les formulaires des fonctions trigonométriques et hyperboliques réelles ainsi que la
table des primitives des fonctions usuelles, sont autorisés.

Exercice n®1(7 points)

1. Soient ¢ une fonction des variables réelles z , y telle que F(z —ad,y —bg) =0, ot
F est une fonction différentiable(dérivées partielles continues). Montrer que :
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— +b—=1
“or G Ay
2. Vérifier la formule de Green-Riemann sur le 30
contour ci-contre pour la forme différentielle : “2
= 2 2
w = (2zy — y*)dz + z°dy : ¢y

| I
. L » X
-2 0 vz

Exercice n°®2(7 points)
Le plan complexe est coupé suivant la demi-droite Arg(z) =m/4 . On donne :
log(1l) = 27i et arcsin(z) = —ilog(iz + v/ 1— 22)

J/~ désigne la détermination principale de la fonction racine.
Mettre sous forme algébrique les nombres complexes suivants :

z1=(1+49)%7 | z=Ilogl +4V2) , z3 =arcsin (ziz-g)

Exercice n°3(6 points)

On considére la fonction de deux variables réelles Q(z,y) = 22 — 4% + zy .
1. Montrer que @ est une fonction harmonique.
2. Déterminer la fonction f holomorphe sur D (Préciser D ) de partie imaginaire Q avec
fO)=1.
3. Calculer f/(z).
4, Exprimer f en fonction de la variable z =z + 1y .
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Corrigé devoir n°il

4
Exercice n®1 (7 points)

1. Soient ¢ une fonction des variables réelles =, y telle que F(z — ag,y —bp) =0, o

F est une fonction différentiable. Montrons que : a— + b— = 1. Posons :

Oz Oy
u(z,y) =z —ad(z,y) et v(z,y) =y—bp(z,y). Alors

8 _uoF ovor _
(2,9) = F(u(z,3),0(z,3)) = 0 0z 0z du ' Bz v
Yy = ulz,y),viz,y)) =V =
e (')f udF OvoF

3y 0y6u+3y6'u =%

ceci entraine :

v B, (1 —a%) (1 —b%) L. TR 1.(3 points)

9z dy 0z dy 9z ay gy - %8z " oy
2. Formule de Green-Riemann :
w = (2zy — y?)dz + zdy ‘;’
V2 c 2 B
/ﬁ w = f (22 — 2% + 22%)dz :
AB 0 T —y=z
= (20-4v3)/5 : :
L | >
-2 R 0 > X
/ w = j (4z — 4)dz =12+ 42 L =
BC vz

0
w = —2z? — 2% — 2%)dz = —32/3
R

L= ot [ ot [ o=t
7t AB BC CA 15

Posons P(z,y) = 2zy —y? et Q(z,y) = 22

f/ (gf ap)dﬂiﬂ ff (22 — 22 + 2y)dady
//D (g_g_'?) dzdy_2/0 (/_‘:dez) dy=2f02(y~/17+y2)dy= __8‘]*1:8‘/5

/ w= f/ (6_Q - éf) dzdy. CQFD (2+2 points)
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Exercice n°2 (7 points)

Le plan complexe est coupé suivant la demi-droite Arg(z) = m/4 . On donne :

log(l) =2m1 et arcsin(z) = —ilog(iz + V1 —2%)

v désigne la détermination principale de la fonction racine.

1\y A Arg(z) =r/4

- VZ2i
Arcsin (z—‘?) =—1 (ln (%ﬁ) + 27 1) (2 points) —/-—-J\j}.

LA +i
log(1+1i) = Inv2+i (ZTr + %) (2 points) ’ |

log(1+iv2) = In V3+i (27r - (21r — Arctg (\/i))) =

log(1+iv2) =In V3 +iArctg (\/5) (2 points)

'i\
oY

(14 5)143 = 3~ (imin/) [cos (i +2In \/5) +isin (1 + 21n\/§)] (1 point)
4 4
Exercice n°3 (6 points)

On considére la fonction de deux variables réelles Q(z,y) = -y +zy.

1. @ est une fonction harmonique. (I point)

oQ

2
< =2z+y ; —6Q=2
oz Ox? azQ 62Q
= AQ=55+55=0
QQ—'—Z +z @—_2 = o
ay_ Y ’ 5y2_

9. Déterminer la fonction f holomorphe de partie imaginaire Q avec f(0)=1.

8P 8Q _

—=——=-2y+tz
0z Oy 2
flz) = P+1iQ alors Plz,y) == — 5 —2zy+1
B DG T, z 2
gy oz T
2 P e .
f(z)= *2‘—7—2:By+1 +i(z? —y? +zy) holomorphe sur C. (2 points)
oP .0 . §
3. fllz)= EC'+’EB—§ =(z-2y)+i2z+y) = (z +iy)+2i(z +iy) = (1 +2i)z . (2 points)

4. f en fonction de la variable z =z +1y : f(z)= %(1 +2)z% + 1. (1 point)
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