EMIG/EG :IGTC 17 — 18 Devoir Mathématiques

Durée :2 heures

L'usage des téléphones portables(méme comme calculatrices) n'est pas autorisé.
Les formulaires des fonctions trigonométriques et hyperboliques réelles ainsi que
la table des primitives el des transformées de Laplace des fonctions usuelles, sont

autorisés.

Exercice n°1(6 points)

| Utiliser la formule intégrale de Cauchy pour calculer 'intégrale

et
f ——dz ; y:lz—2|=5
o+ 2% — 6z
2. Calculer par la méthode des résidus I'intégrale suivante : J I
. Caleuler par la méthode des résidus I'intégrale suivante = J = o PATH]

t*t*¢xt¢tttttwt-Hrt*an-txtttitnn-ia***mr¢*tt*tt*#*t¢¢*x**
Dans les exercices suivants :

L(f,.) désigne la transformée de Laplace de f et il(z) la fonction échelon unité,

r‘#t!t$#$!nt*l-t****t**#*#akil4tits*ﬂ*#¥!**l’**'*1*****

Exercice n°2(6 pomts)
|. Calculer la transformée de Laplace, £(f,p) pour la fonction :
flz) = e " sin® zU(x)

29 —9p+ 19

2. Trouver l'original, £ '(F,z) , de la fonction : F(p) = m

Exercice n°3(§ points)

sinx ) - ; i i
1. Montrer que : f(z) = est solution de I'équation différentielle :
T

2" +2y +2y = 0
(E)

y(0¥) =1 ¢'(0%) 0

9. Trouver l'équation transformée de (£) par la transformation de Laplace et intégrer.

3. En déduire £ (ﬂp) ]

T gina 7
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0 r 2
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Corrigé devoir n®3
Exercice n°1(6 ponts)

2

1. La formule intégrale de Cauchy pour calculer : f ﬁdz i Yilz=2 =5
1+ =0z

Ecrivons : ol B el
’ 6
e 1 e’

23— 6z
= 1y e L ie P "
,?E..z?—az"’s ,'z—ﬁd'”'si*T'h_E!’"(‘ Gl

‘ﬁ |
,ﬁ. gl =5 -1y -I(e,s points)

+oo . 2
2. Calcul par la méthodes des résidus I'intégrale suivante : J = T"Ez—
= oo T AT+
. . _sn°z 1 1 _ _cos2z :
Baiioms z’+z+1_2(z’+z+l z?+z+1) Siposcing;;
7 +00 1 400 :ﬂ‘! 1
='f__, Frorit *"=f_, Frogais Al f=x(h-2Rel)
. 1 . elis
di=2mi ) M(m.pﬁle&n) ot Jp=2mi Yy m(m

am(n)>0 am(z4)>0

Jy = 2miRes 1 pole et J = 2miRes -Lpble . g LS
A e i = e et R A T

Jy = 2mix (—?i) = T‘ﬁ et Jy=2mix (—?ie“"’g) = %e"'"ﬂ

(3,5 points)

[J: %(J; — Re(h)) = %’5 (l - e""‘wa(ll)

Exercice n°2(6 points)
1. Transformée de Laplace de : f(z) = e *sin’zii(z) (3 points)

e (@)p) = f(e)p+6) et sinlle) = o

1-cos2z 1 P s _ 1 p+1
(-5 0) = g = 2T ) - o - R
2. L'original, £-(F,z) , de Ia fonction : F@):%ﬂ% (3 points)
o & 2 L R -1 = (4% _ 267 =
o) =t B s o (R = e 2 32

, poles u)
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Exercice n°3(8 points)

1. Montrons que : f(z) = %’i est solution de I'équation différentielle :

o +% +zy = 0
(E)
y(0h) =1 y(0*) = 0
zf(z) = sinz

21(2) szsz’; 2sinz
2f'lz) = ~zsinz + ?.:;n:r- 2z cos T

zf"+2f 1 zf 0
il est clair que f(0%) =1 et f/(0*)=0.(2,5 points)

2. L'¢quation transformée de (E) : Ona £(zf,p) = —% s
Posons Y(p) = L{y,p) .

Lav,p) = -%

20/,p) = Y -2
a'p) = -p%-zpvn
Slay’ + 2 +ay,p) = —u+p')%—1

dY
En intégrant : (1 +'°2)an +1=0 ontire: £(y,p) = —Arctgp + C (3 points)

sinx
3. L(—z--.p) s
+°° ginz

La constante C' pour la fonction j est £(f,0)=[ Td:. Par suite :
o

L (Ep) = -Arctgp+ 3 (2,5 points)

I
1 =
Noter que : Arctgp+ Amtg—p =3
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